DM n°5: Corrigé

) =2 +1=241=3
F=2"41=5
B=24+1=17
Fy=2%4+1=257
Il est clair que Fy, F; et F> sont premiers. Pour F3, il suffit de vérifier que F3 n’est divisible par aucun nombre
premier p compris entre 2 et V257, cC'est-a-dire 2, 3, 5, 7, 11 et 13. On peut s’arréter la car 172 = 289.

2) Ily a plusieurs algorithmes possibles. En voici un assez rapide.

def estPremier(m):
# m sera premier si aucun nombre de 2 a la racine carrée de m ne
divise m

for k in range (2, floor(mxx(1/2)) ):
if m%k==0: # si k divise m
return False
return True

3)
(5*+242% — (2" x5)* - 1)
=5%2%8 4232 2259 |
:232+1
—F;s
4)
(@a—1)"—-1=[(a-1)}]" -1
= (a*—2a+1)" —1"
m—1
=(@®—2a+1-1) Y (a*—2a+ 1)1 1*
k=0
m—1
= (a®> —2a) Z (a*> —2a+ 1)
k=0
m—1
=a(a—2) Z(a2—2a+1)k
k=0
m—1
Or,a—2€Zet Z(a2—2a—|—1)kEZ.Onendéduitquea | (a—1)*" -1
k=0

5) 5*+2% =25x25+16 =625+ 16 = 641
27 x5 =128 x5 =640
Ainsi, Fs = 641 x 228 — (640* — 1). Or, 641 divise 641 x 2?8 et d’autre part en posant a = 641, on a (640* — 1) =
(a—1)*—1.
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6) On raisonne par récurrence sur n € N.
n—1
e Pourn=0,0na HF(k) +2 =142 = 3 (un produit vide vaut 1) et par ailleurs Fy = 2l4+1=3.1a
k=0
propriété est donc vraie pour n = 0.

e Hérédité : soit n € N. On suppose la propriété vraie au rang n. Montrons-la au rang n + 1.

n—1

ﬁF( k)+2=F(n)[]F(k)
k=0

k=0
(n) x (F(n)—2)+2  parhypotheése de récurrence
(

n)? —2F(n)+2

F
F

n 2 n

(22 +1) —2<22 +1)+2

n 2 n n
:(22) Tox2Y f1—2x2¥ —242
2\ 2

(22> +1

— 22><2n + 1

La propriété est donc vraie au rang n+1.

e Ainsi, pour toutn € N, F(n HF

7) Soit m,n € N des entiers distincts. On pose d = F(m) A F(n). Montrons que d = 1. Quitte a échanger m et n,
on peut supposer m < n. Alors, par ce qui précede, on a

n—1
F(n)=F(m)xu+2 avecu= []F(k)
£m
Or, d divise F (n) et F(m) donc divise en particulier F (n) — F(m) X u. Ainsi, d | 2. Comme d > 0, iln'y a que
deux possibilités:d = 1 oud = 2.0Or, F(n) = 22" 4 lest impair car 27" est pair. On en déduit que d = 2 est
impossible. Ainsi, d = 1. On en conclut que F (n) et F (m) sont premiers entre eux.
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